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Résumé. Ce document présente la theése de Church-Turing, quelques autres modeles de calculs,
et quelques recherches visant a relier ces concepts.

These(s) de Church

Un des résultats fondamentaux les plus inattendus du vingtieme siecle est le théoréme d’incomplétude
de Godel, qui affirme qu’aucun systéme de preuve ne peut capturer pleinement le raisonnement math-
ématique: toute théorie suffisante pour capturer les raisonnements arithmétiques est nécessairement
incomplete, c’est-a-dire telle qu’il existe des énoncés qui ne sont pas démontrables et dont la né-
gation n’est pas non plus démontrable. En particulier, on peut exprimer la cohérence d’une théorie
mathématique par un énoncé, qui ne peut étre démontré, ou infirmé. Les arguments de Kurt Godel
dans D’article original [26] sont en fait trés intimement basés sur une notion (informelle) de déduction
algorithmique.

Alan Turing, travaillant sur le probléme de la décision de Hilbert (Entscheidungsproblem, formulé
ainsi par Turing: “peut-on décider mécaniquement si un énoncé est démontrable ou non”) proposa
dans I’article [1] son célebre modele de machine, capable de capturer la déduction dans les systémes
formels, et en particulier la notion de déduction utilisée par Godel dans sa preuve.

Turing prouve dans [1] en fait schématiquement le résultat suivant: ce qui peut étre calculé par
un humain qui travaille mécaniquement avec un papier et un crayon en un nombre fini d’étapes est
calculable par une machine de Turing [1], [18]. En particulier, cela couvre la déduction dans les
systemes formels, et la notion d’algorithme pour les systémes programmables actuels.

En fait, Alonzo Church était arrivé quelques mois plus t6t dans [17] de fagon indépendante a
la méme réponse négative au probleme de la décision de Hilbert, en proposant le A-calcul, et en
argumentant que ce calcul capturait la notion de calcul effectif.

Tres vite, on réalisa que la puissance des machines de Turing pouvait étre prouvée égale a celle du
formalisme du lambda-calcul de Alonzo Church [17], et a d’autres formalismes comme les fonctions
récursives de Kurt Godel, étendues par la suite par Stephen Kleene [35]. Ces considérations ont mené
naissance a la these de Church-Turing, exprimée en fait pour la premiere fois par Stephen Kleene,
étudiant de Alonzo Church. Cette these affirme que “ce qui est effectivement calculable est calculable
par une machine de Turing.” Dans cette formulation, la premiere notion de calculable fait référence
a une notion donnée intuitive, alors que la seconde notion de calculable signifie “calculable par une
machine de Turing” [25], [18], [40].

Les discussions originales de Church, Kleene et Turing sont relatives a des dispositifs algorith-
miques de déduction, si I’on veut a la puissance de la déduction formelle, ou d’algorithmes, et non
pas a la notion de machine ou de dispositif physique de calcul. Comme 1I’argumente tres justement
Jack Copeland dans [18], cette these a subi un glissement sémantique historique qui mene souvent a la
confondre maintenant avec la thése suivante, nommée thése M dans [25], et parfois nommée version
physique de la thése de Church: “Ce qui peut étre calculé par une machine est calculable par une
machine de Turing”.

Dans cette derniere, la notion de machine fait référence a une notion intuitive de machine, avec
la contrainte que la machine est supposée obéir aux lois physiques (sinon a ses contraintes sur les



ressources) du monde réel [18]. Sans ces hypotheses, la theése est facile a contredire: voir par exemple
tous les contre-exemples dans [40] ou dans [19].

Observons que cette variante de la these est intimement reliée au probleme de la modélisation
de notre monde physique, c’est-a-dire a comprendre si les modeles de notre monde physique sont
correctement reliés a ce dernier.

En fait, une variante, proche de la derni¢re theése est la suivante: “Tout processus qui admet une
description mathématique peut étre simulé par une machine de Turing” [18]. Encore une fois (et pour
globalement les méme contre-exemples en fait que pour la thése physique), si le processus n’est pas
contraint de satisfaire les contraintes physiques de notre monde réel la these est facile a contredire
[18].

Ces trois theses sont indépendantes: la premiere concerne la puissance des systemes formels,
comme les systemes de déduction ou de preuve [18]; la seconde concerne la physique du monde qui
nous entoure [50], [18], [55]; la troisiéme concerne les modeles que nous avons du monde qui nous
entoure [50], [18], [55].

Chacune de ces theses, faisant référence a une notion intuitive, ne saurait tre complétement prou-
vée.

Il peut toutefois étre intéressant de discuter ces theses.

D’une part, il est possible de chercher a définir un certain nombre d’axiomes minimaux que
doivent satisfaire un systéme formel, ou une machine physique pour rendre ces théses prouvables.
Cela permet de réduire ces théses a des hypothéses minimales sur les systemes considérés, et peut
aider a se convaincre de leur validité [25], [21, 11].

D’autre part, si I’on prend chacune de ces théses de facon contraposée, chacune signifie que tout
systéme qui calcule quelque chose qui ne I’est pas par une machine de Turing doit utiliser quelque
chose, que nous appellerons ressource, qui soit n’est pas calculable algorithmiquement, pour la pre-
migre, soit n’est pas calculable par une machine physique, pour la seconde, soit n’est pas calculable
par un modele de machine physique, pour la troisieme. Dans tous les cas, on peut qualifier (si besoin
par définition) une telle ressource de “non-raisonnable”. Il peut alors sembler important de discuter
ce qui fait qu’une ressource peut étre non raisonnable, indépendamment de la véracité de chacune des
theéses, pour mieux comprendre le monde et les modeles du monde qui nous entourent.

Enfin, on peut observer que ces théses expriment des faits trés profonds sur la possibilité de décrire
par les mathématiques ou par la logique le monde qui nous entoure [23], et plus globalement sur les
liens entre calculabilité, mathématiques et physique: la nature calcule t’elle? quels sont les liens entre
non-déterminisme, chaos, non-prédictibilité, et aléatoire [24]?

Des pistes pour des hyper-calculs

Aussi, il peut étre intéressant de suivre [40], et de faire un rapide panorama (non-exhaustif) de dif-
férents moyens d’obtenir des systemes ou des machines plus puissants que les machines de Turing.

La premiere fagon, proposée par Turing lui-méme dans [2] consiste a considérer des machines
avec oracles, qui correspondent a des boites noires capables de répondre a certaines questions. Cela
permet classiquement de “relativiser” nombre de résultats en calculabilité et complexité, mais aussi
d’obtenir des modeles plus puissants que les machines de Turing (des que 1’oracle n’est pas calcula-
ble).

Il y a plusieurs types de machines ou de systemes dans 1’esprit des machines a oracles. Cela
inclue les machines de Turing couplées de [20], qui sont des machines de Turing connectées a un
canal d’entrée, ou les réseaux de machines qui exploitent le fait qu’un temps de synchronisation peut
étre irrationnel et non-calculable [19], ou les machines couplées a des dispositifs physiques comme
les scatter-machines de [6], ou utilisant des tirages aléatoires biaisés comme dans [39].

Une seconde approche consiste a considérer des machines accélérantes, c’est-a-dire & considérer
des machines qui effectuent leur premiere opération en temps unitaire, et chaque opération ultérieure



en un temps égal a la moitié de 1’opération précédente. Cette idée, ancienne, déja présente dans
[7], [41] et [54], est aussi présente dans les machines a temps ordinal: voir par exemple [33]. Il a
été argumenté que différents systeémes physiques pouvaient en réaliser des implémentations: voir par
exemple [16] a propos de la mécanique quantique, ou [34] a propos de calculs par trous noirs.

Il est aussi possible de considérer différentes variantes des machines de Turing: des machines
exploitant un non-déterminisme non borné [51], travaillant sur des entrées infinies (voir par exemple
[53] pour une présentation des machines de Turing de type 2), des machines avec une infinité d’états
[38], des machines bruitées [5], etc. ..

Une autre fagon consiste a considérer des machines analogiques, travaillant sur les réels. Nous y
reviendrons.

Axiomatisations

Robin Gandy propose dans [25] de réduire la these physique de Church a quatre principes. L’intérét
est alors que 1’on peut prouver mathématiquement que ce qui est calculable par un dispositif physique
satisfaisant a ces quatre principes est calculable par machine de Turing. Autrement dit, Gandy propose
de remplacer la these physique de Church par la thése qu’un systeme mécanique physique déterministe
discret satisfait a ces quatre principes basiques.

En suivant [23], on peut dire que 1’argumentation de Gandy, qui suppose que I’espace physique est
I’espace géométrique ordinaire a trois dimensions, repose sur deux grandes hypotheses sur la nature
physique: la finitude de la densité de I’information et la finitude de la vitesse de la transmission de
I’information.

La discussion de Gandy écarte explicitement les systémes analogiques dés son début. Elle se
limite aussi aux systemes déterministes, mais peut s’étendre aux systémes non-déterministes assez
facilement. Par contre, les deux hypotheses plus haut reposent sur des hypotheses physiques, et ne sont
pas nécessairement vraies dans toute théorie physique. Il peut alors étre intéressant de comprendre
ce qui se passe par exemple en mécanique quantique, ou en physique relativiste. Pour la physique
quantique, nous renvoyons ainsi a [37] pour une discussion des sources de non-calculabilité, et les
conséquences a en tirer sur la these de Church ou sur nos modeles physiques. L’article [4] discute par
ailleurs de principes a la Gandy qui permettraient de capturer la théorie des calculs quantiques.

’axiomatisation de Gandy se place au niveau de la these physique de Church, et utilise un for-
malisme mathématique assez particulier: les ensembles héréditairement finis. Elle a été simplifiée et
étendue ultérieurement par différents travaux de Wilfried Sieg: voir par exemple [45, 43, 44, 46].

Pour Ila theése originale de Church-Turing, Nachum Dershowitz et Yuri Gurevich ont proposé
récemment une axiomatisation basée sur le formalisme beaucoup plus universel de la logique du
premier ordre. Leur axiomatisation, qui fait suite aux travaux antérieurs de Udi Boker et Nachum
Dershowitz dans [11], se repose sur 1’axiomatisation de la notion d’algorithme offerte par les ma-
chines abstraites a états de Yuri Gurevich [32]. Nachum Dershowitz et Yuri Gurevich prouvent ainsi
dans [21] que tout processus calculatoire qui vérifie les quatre axiomes suivants vérifie la these de
Church. i) Un algorithme détermine une suite “d’états de calcul” pour chaque entrée valide; ii) les
états d’une suite d’états de calcul sont des structures. Les descriptions sont & isomorphisme pres; iii)
les transitions d’état a état dans une suite d’états de calcul sont gouvernées par une description finie et
fixée; iv) seulement des opérations considérées comme indéniablement calculables sont disponibles
dans les états initiaux.

Les trois premiers axiomes définissent en fait la notion d’algorithme. Cette axiomatisation est a la
base de la théorie des machines abstraites a états de Yuri Gurevich [32]. Il est possible de I’étendre a
la notion d’algorithme parallele [8], et de la relier a la notion d’algorithme quantique [29].

La beauté de I’axiomatisation de [21] est d’&tre tres générique, formelle, et basée sur des formal-
ismes communément admis. D’autre part, elle permet de réduire prouvablement tout doute sur sa
validité en doute sur I’un de ces quatre principes élémentaires.



Calculs sur les réels

1l existe différents modeles pour capturer les calculs sur les réels. Ces modeles sont issus de moti-
vations tres différentes: 1’analyse récursive, née de Turing [1], Grzegorczyk [31], et Lacombe [36],
considere qu’un réel est calculable s’il est possible d’en produire algorithmiquement une représenta-
tion, c’est-a-dire une suite convergeant (rapidement) vers ce réel. Une fonction est calculable s’il est
possible de produire algorithmiquement une représentation de son image, a partir de toute représenta-
tion de son argument.

Le modele de Blum, Shub et Smale [9, 10] a été introduit comme un modele pour discuter de la
complexité algébrique de problemes sur les réels. Dans celui-ci, on se fixe des opérations arithmé-
tiques réalisables en temps unitaire, et la complexité d’un probléme est mesurée en termes du nombre
d’opérations.

Le General Purpose Analog Computer a été introduit par Claude Shannon [42] comme un modele
des machines analogiques de son époque, en particulier de I’ Analyseur Différentiel de Vannevar Bush
[15]. 1l demeure un modele fidele de ce qui est calculable par circuits analogiques comme les circuits
électroniques [27].

Nous pouvons aussi citer les modeles issus des réseaux de neurones formels [48]. Nous renvoyons
a [12] pour une synthese des différents modeles de calcul a temps continu, et sur leurs propriétés du
point de vue de la calculabilité ou de la complexité.

En particulier, dans plusieurs de ces modeles, il est possible d’exploiter le fait que 1’on peut coder
une suite (non-calculable) dans un réel, ou utiliser le fait que 1’on suppose une arithmétique exacte
pour réaliser des calculs super-Turing: voir par exemple [47] pour les réseaux de neurones.

Il est clairement impossible d’unifier toutes les approches: par exemple toute fonction calculable
en analyse récursive est nécessairement continue, alors que des fonctions discontinues sont calcula-
bles dans le modele initial de Blum, Shub et Smale [9]. Cependant, si I’on met de coté 1’approche
algébrique du modele de Blum, Shub et Smale, certains résultats récents établissent 1’équivalence en-
tre différents modeles (voir par exemple [13, 14, 28] ). Il n’est pas cependant clair a ce jour qu’il
puisse exister un concept unificateur pour les modeles continus analogue a la thése de Church pour
les modeles discrets/digitaux: nous renvoyons a la syntheése [12] pour des discussions sur le sujet.

De la calculabilité a la complexité

On trouve parfois exprimées des versions renforcées des theses précédentes, qui ne se placent pas
uniquement au niveau de la calculabilité, mais aussi de la théorie de la complexité. Par exemple, la
monographie [3], exprime 1’existence d’une thése forte de la these de Church: “tout modele de calcul
physiquement réalisable peut étre simulé par une machine de Turing au prix d’un surcofit polynomial”.

Ces versions sont sujettes a plus de controverses que les autres variantes. Ne serait-ce parce que
tous les modeles historiques de calcul ne la vérifie pas: par exemple, il n’est pas facile de parler de
complexité en A-calcul. En fait, pour illustrer certaines des difficultés, remarquons qu’elle semble
avoir été mentionnée pour la premicre fois dans [49] sous la forme suivante: “il existe une classe
standard de modeles de machines, qui inclue entre autre toutes les variantes des machines de Turing,
les variantes de RAM et RASP avec une mesure de temps logarithmique, et les RAM et RASP avec
une mesure de temps uniforme, avec la condition que I’on se limite aux opérations arithmétiques
standards (Addition, Soustraction, Incrément, Décrément, Test a z€ro). Les machines de cette classe
se simulent chacune avec un surcofit au plus polynomial, et un facteur constant en espace”.

Chacune des discussions précédentes peut alors étre interprétée au niveau de la complexité. Par
exemple, dans [52], les auteurs se demandent si les machines analogiques peuvent étre plus efficaces
que les machines digitales, et prouvent, au prix de simplifications discutables, que la these de Church
forte est prouvable pour les systemes dynamiques a temps continu.



Observons que pour les systemes quantiques, il est généralement admis qu’au niveau de la cal-
culabilité, on ne peut calculer plus qu’avec une machine de Turing [22]. Par contre, au niveau de
la complexité, les algorithmes quantiques permettent prouvablement de résoudre certains probléemes
plus rapidement [30].
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